APUNTES DE MATEMATICA

Trigonometria

Angulo y sus Medidas

En adelante, concebiremos por angulo a una figura plana que consiste en dos semirrectas con sus puntos
extremos en comun. Este punto extremo comun es el vértice del angulo y las semirectas sus lados.

A

Lado terrmunal

lado imaal

WeErnce

Consideraremos un circulo de radio cualquiera cuyo centro es el vértice del angulo. A este angulo lo
llamaremos angulo central del circulo y la porcion de la circunferencia que queda entre los lados del
angulo la llamaremos arco subtendido por el angulo.

arco

subtendido

1.1 Unidades de medida de un angulo

1.1.1 Grado Sexagesimal

Si la longitud del arco subtendido por el angulo es de % de la circunferencia del circulo, entonces la
medida es 1 grado sexagesimal, lo que se denota por 1°.

Un grado se divide a su vez en un minuto, es decir, 1° =60’

Un minuto se divide a su vez en 60 segundos, es decir, 1’ =60’
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1.1.2 Radian

Un angulo que tiene medida 1 radian si este subtiende un arco de longitud igual al radio del circulo. El
angulo completo tiene medida 27 radianes.

1.1.3 Medida en grados y radianes de algunos angulos

., T 7w T 7w 2r 5Sr T 4n 3z Sn 1z
radion 0 — — — — — — g1 — @ — @ — @ — —
6 4 3 2 3 6 6 3 2 3 6

grados 0 30 45 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

27

1.1.4 Angulos en posicién Standard

Tomaremos el plano cartesiano; y el vértice sera el origen y uno de sus lados sobre el eje positivo de las
x (lado inicial) y el otro lado (lado terminal). Esta posicién de un angulo se conoce como posicion
Standard.

lade terrrunal

A

Debido que a veces es necesario distinguir las orientaciones de la rotacion, se dice que es positiva si la
orientacidn es en sentido contrario a las manecillas del reloj. De lo contrario, se dice que la orientacion
es negativa.

lado imiaal X

Ejercicios
Dibuje un angulo de 120°, -150°, 960°.

1.2 Funciones Trigonométricas

Consideremos un punto p en la circunferencia unitaria (en coordenadas cartesianas centradas en el
origen)

Py

—~
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La posicion de p estd completamente determinada por el angulo, que se forma en el origen. Es obvio que
el angulo queda determinado por las coordenadas (X, y).
De este modo definiremos las siguientes funciones:

Funcion Coseno (cos)
COS : [O,Z;r] - [— 1,1]
4 — cos(9)
Donde cos(%) = x, donde (x,y) es el punto determinado por el angulo en la circunferencia unitaria.

Funcién Seno (cos)
sen : [O,27z] - [— 1,1]
3 - sen(9)
Donde sen(9) = y, donde (x,y) es el punto determinado por el d&ngulo en la circunferencia unitaria.

De la definicion anterior podemos obtener los siguientes valores:

3z

radian 0 % T — 2r
seno 0 1 0O -1 0
coseno 1 0 -1 0 1

Al observar la tabla podemos darnos cuenta que la funcidon no es inyectiva. Ya que cuando graficamos
algunos angulos mayores de 360° se comienza a dibujar nuevamente la misma figura.

Definicion Sea f : B < IR — IR se tiene que f( x + p) = f(x) , cuando sucede lo descrito, se dice que

la funcion es periddica, de periodo p. Es decir, cada “ p unidad de medida” la funcion vuelve a ser la
misma.

Lo anterior tiene una estrecha relacion con las funciones seno y coseno, debido que:
cos(9)=cos(9+2kz) keZ y sen(9)=sen($+2kx) keZ

Volviendo a atras habiamos definido cos(:¥) =x y sen($) =y, como es par (x,y) pertenece a la
circunferencia se tiene que :

sen (9)+cos (9)=1 VIelR
Ademas se tiene que:

cos(— 9) = cos(9)

V3 elR
sen(— 9) = —sen(9) ©

De lo anterior se deduce que la funcion coseno es una funcidn es par y la funcion seno es impar.

e
'
SEN = O SEMN = O
S = O iS5 = 0
SEIN < O SEN < O 3
5 < O 5 = 0
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1.3 Relaciones en el triangulo rectangulo

Sabemos que sen ()

cateto opuesto cateto adyacente . .
= £ cos(9) = 4 . A partir de esto podemos definir

hipotenusa hipotenusa

nuevas relaciones:

y ( 3) _ cateto opuesto Tangente tg( 9) _ sen(z9)
cateto adyacente cos(3)
cateto adyacenteo cos(9)
g)= Cot t 9) =
ctg( ) cateto opuesto orangente ctg( ) Sen(S)
sec(J) = hipotenusa Secante sec($) = !
cateto adyacente cos(3)
hipotenusa 1
csc(9) = Cosecante  csc(3) =
cateto opuesto sen(.9)
Ejercicio

Calcular el valor de de cos(%j

X / E
. . . - — 1
Se tiene que el triangulo BOA es equilatero, por lo tanto AB = 1. Entonces AC = —.

2
Deahique@= 1—(%) =§

1.4 Propiedades Fundamentales:

1.4.1 Suma de angulos

sen(x + y) = sen(x)cos(y) + sen(y)cos(x)
sen(x — y) = sen(x)cos(y) — sen(y)cos(x)
cos(x + y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y)
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cos(x — y) = cos(x)cos(y) + sen(x)sen(y)

Ejercicios
Demuestre las siguientes igualdades

I cos(§+xj=_sen(x)
2. cosgng _ sen(x)

3. cos(z + x) = —cos(x)
)

10. sen(ﬂ - x) = sen(x)

11. sen

(
2o

Ademas calcule:

13. cos(7—ﬂj
12

14. Si sen(38°) = z calcular

2sen(218°) + 2 csc(322°)

csc(142°) + sen(128°)- csc(308°)

15. Si sen(x) =% y cos(y) = % Calcular cos(x + y) y sen(x - y)

Ejercicios
Demuestre que Vx, y € IR se tiene que.

1. )=
2. cos(x — y)—cos(x + y) = 2sen(x)sen(y)
3, )=
4 )=

(
. sen(
(

cos(x - y) + cos(x +y)=2 cos(x)cos(y)

sen(x + y)+ sen(x — y) = 2sen(x)cos(y)
x + y)—sen(x — y) = 2 cos(x)sen(y)

sen x) - sen(y) =2 cos[x ; yjsen[x —Y

2
Sen(x) + sen(y) = 2sen(x ; y) cos(x ; Y
cos(x) + cos(y) = 2 cos(x ; y] cos(x ; Y

2

cos(x) - cos(y) = —2sen(x ; y]sen(x —Y

)

Ademis de la ecuacion sen” (3) + cos’ (3) =1 podemos deducir

Trigonometria

tgz(x)+ l= secz(x) y ctgz(x)+ 1= cscz(x)
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1.4.2 Funciones del angulo doble

1. cos(2x)= cos’ (x) - sen’ (x)
2. sen(2x)=2 CO(S())C) - sen(x)
_ 2iglx
3. 1g(2x)= —1 B tgz )
_c 2(x) -1
4. ctg(2x)= tictw

1.4.3 Funciones del angulo medio

Ejercicios

1. Demuestre las siguientes afirmaciones
tg(x) - sen(x) B sec(x)

sena(x) = COS(X)
> 1+ sen(x)
b. (1g(x)+ sec(x))” = 1 sen(x)

IOSen(x) -6 cos(x)

4sen(x)+ 3 cos(x)
sen(x) - sen(y) -3
cos(y) — cos(x)

€. sec6(x) - tg6(x) =1+3sec’ (x)tgz(x)

c. Si 3ctg(x)=2 entonces

. V4
d Six+y= EY entonces

=

cos’ (x) — sen’ (x) = % cos(2x) + %cos3 (Zx)

2. Calcular sen(2x) sabiendo que sen(x)— cos(x) =

3. Transformar el siguiente producto en suma
a. cos(74)- sen(5/1)
b. cos(4)-sen(51)

4. Si x + y+ z = 7 Demuestre que sen(x) + sen(y) + sen(z) =4 cos(%j cos(%j cos(%}

1.5 Grafica de las funciones Seno y Coseno

Para graficar primero debemos evaluar algunos valores. Ademas sabemos que el recorrido esta en [-1,

1].
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., T T T T 2z Sz T 4 RY/4 Sz 11z
radian 0 — — — - — — T — — — — — 2z
6 4 3 2 6 6 3 2 3 6
grado 0 30 45 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
1 V2 3 NCEE ~1 -3 3 -1
seno 0 — — — 1 — — 0 _ — -1 — — 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2
B2 -1 -3 -3 -1 1 3
coseo 1 — — - 0 — — -1 ——— — 0 — — 1
2 2 2 2 2 2 2 2

Para realizar la grafica basta saber los valores del primer cuadrante, ya que después debemos ocupar la
informacion que la funcidn es par e impar; ademas de ser una funcion periddica de periodo 27z

1.6 Funcion sinusoidal

Esta funcion es de la forma f(x) = a - sen(wx) + b - cos(wx)

Definicion Sea f : A < IR — IR una funcion periddica de periodo P. Si f'tiene un valor maximo s y un

, . s+t
valor minimo ¢, entonces

recibe el nombre de amplitud de la funcion.

Por ejemplo, la funcion seno y coseno tienen amplitud 1, debido que su recorrido es [-1,1]. Obviamente
si modificamos estas funciones, modificamos tanto el periodo como la amplitud; Sea f(6) = 4sen(20),

en este caso si observamos el periodo es 7, esto quiere decir que cada 7 veces el grafico se repite y la
amplitud es 4.
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Teorema Toda funcién de la forma f(x) = Asen(Ax) 6 f(x) = Acos(Ax) con 4,4 € IR es una

funcion sinusoidal de periodo 2 y amplitud |A|

4

Ejercicios

1. Grafique las siguientes funciones
a. f(x)= 3sen(3x)
b. f(x)= —2sen(— 2x)

c. f(x)= %cos(%)

Observacion En general la grafica de f(x) = cos(x + k) se ha obtenido de la funcion f(x) = cos(x),
siendo:
» Sik>0,lasinusoide f(x)= cos(x) se traslada & unidades hacia la izquierda,

> Sik<0,lasinusoide f(x)= cos(x) se traslada k unidades hacia la derecha.
En este caso si f(x) = cos(x + k) se denomina diferencia de fase al nimero —k.
Obviamente, sucede lo mismo con la funcion f(x) = sen(x + k)

En general, podemos decir que si la funcion sinusoidal tiene la forma f(x)= 4 cos(/lx + k) 0
f(x) = Asen(Ax + k), donde A, 4 € IR — {0} se tiene la siguiente informacién:
> Amplitud es |4

> Periodo 2%

A

> Diferencia de fase — %

Ejercicio
Grafique las siguientes funciones trigonométricas

1. f(x) = 4sen[3x + gj

2. f(x)=5 cos(2x + %j

Al definir la funcién seno y coseno habiamos definida también otras funciones, que son las siguientes

Funcion tangente
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Funcion cotangente

L St

Funcion secante

Funcion cosecante
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Propiedades

et )= BN EED)

17 1g(x)-12(v)

_cig(x) - ctg(y) ¥ 1
ctg(y) £ ctg(x)

ctg(x t y)

De lo anterior o bien de la grafica de las funciones podemos deducir que:

I tg[g + xj ~ —ergl)
2. tg[% - x} = ctg(x)
(

1.7 Funciones inversas
En el capitulo anterior, vimos que cuando una funcion es biyectiva, esta funcion tiene inversa. En el caso

de las funciones trigonométricas, también existen funciones inversas. Eso si, tendremos que restringir
los dominios de algunas funciones ya que no son inyectivas.
Funciéon Arcoseno

T -1 T
A N J-11] > |- &%
Sea Sen'[ 2’2}%[ ] se define sen <=L { 2 2}

-1
x —> sen(x) x — sen (x)= arcsen(x)
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Funcion Arcocoseno
cos : [0, 7] = [~ L1]
a

x — cos(x)

-1
se define cos : [— 1,1] - [O, 7r]

-1
x — cos (x)=arccos(x)

Ejercicios
Grafique las funciones inversas de tangente, cotangente, secante, cosecante. Obviamente, primero deben
definir dominio de tal forma que la funcion sea inyectiva.

Observacion
-1 -1 . .7
a. Sesabe que f ( f (x)) =xyf (f (x)) = x, entonces cada vez que se aplique la funcion
inversa a la funcion trigonométrica nos quedara el dngulo y/o radian, segiin sea el caso.

b. arcsen(x) + arccos(x) = %

Ejercicios
1. Resolver los siguientes problemas de funcion inversa
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arccos(2x2 — 1) 2arccos(%j

a.
b. arcsen( )+ arcsen( x)—% ;0< x S%
(5] meal$)- &
c. sen| arcsen| — |+ arcsen| —
sl ) s
d. arctg(2x) + arctg(x) = %

1.8 Ecuaciones trigonométricas

Se denomina ecuacion trigonomeétrica, a toda ecuacion que contiene por lo menos, una funcion
trigonométrica de un angulo.
Al plantear estas ecuaciones existen varias formas:

1. Ecuaciones que contienen una sola funcion y un solo angulo.
2. Ecuaciones en las que un factor es cero y el otro es factorizable.
3. Ecuaciones reducibles a una forma que se pueda resolver por factorizacion

Ejercicios
Resuelva las siguientes ecuaciones
a. 2cos(2x) + J3=0
b. 2cos’ (x) —3cos(x) =2
c. ctg(x) - tg(x) =1
d. ctg(x)— cos(x) = sen(x)- tg(x)
e. cos(3x)+ sen(3x) = cos(x) + sen(x)

1.9 Teorema del Seno y Coseno

Teorema del Seno
Se dice que en cualquier triangulo la razon de las longitudes de cualquier par de lados es igual a la razon
de los senos de los dngulos opuestos correspondientes.

En el triangulo ABC

Tenemos

sen(A) sen(B) sen(C)

a b c

Teorema del Coseno

El teorema del Seno no se utiliza directamente para resolver tridngulos si conocemos dos lados y el
angulo formado entre ellos, o si conocemos los tres lados. Para estos casos utilizaremos el teorema del
coseno.
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Del triangulo ABC

Se tienen las siguientes relaciones

a’> =b> +c* —2bccos(A)
b* =a* +c* —2accos(B)

¢ =a* +b* —2abcosC)
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